Chapitre 3
ENSEMBLE MICROCANONIQUE
I. Systeme microcanonique
Le systéme est isol€, tous les états accessibles de 1’espace des phases sont équiprobables.

Le traitement d’un tel systéme d’ensemble statistique a 1’équilibre se fait a I’aide de la
distribution microcanonique.

Le principe d’entropie maximal peut étre utilisé¢ pour déterminer la loi de probabilité P ou la loi
de distribution des états microscopiques.

Un tel systeme peut étre schématisé par un systeme fermé de N
particules, placées dans un volume V et ayant 1’énergie totale N

interne E fixée a OE prés; Ces paramétres N, E et V sont A\ paroi
indépendantes. Ea SEpres |diabatiaue

Le systéeme est adiabatique; I’incertitude OE<<E, est
macroscopique, bien qu’infinitésimale, ce qui permet au
systéme d’avoir un certain nombre de microétats accessibles possibles.

Systéme a I'équilibre

I1. Distribution et fonction de partition microcanonique

Soit H(E,) I’hamiltonien du systéme au point (€tat) ¢ de I’espace des phases &, représentant
un état microscopique.

Les microétats d’énergie H(E,) comprise entre E et E + OF sont équiprobable et la densité
d’état microscopique s’écrit :

{p(p,q, t) =C (cte);siE <H<E+3E
p(p,q,t) = 0; par ailleurs

Unité de C : (J.s)N
La fonction de partition de I’ensemble microcanonique est donnée par :

Z,(N,V,E) = fV(pp(p, q,)dE, = qu, Cd€, avec d€, = dpdq

V,, : volume accessible de I’espace des phases.

I11. Potentiel thermodynamique microcanonique

Le potentiel thermodynamique, associé a chaque distribution d’équilibre, permet d’extraire des
informations de base sur le systéme (fonctions ou variables d’états : température, pression,...).

Dans le cas microcanonique, ce potentiel thermodynamique s’identifie a I’entropie statistique.
Entropie statistique : S = S™ = KgInQ ~ KglnZnm
Q : est le nombre total de complexions ou de microétats.

Zn : la fonction de partition microcanonique ou nombre de microétats accessibles.

1/6
Issa DIAGNE Professeur Assimilé — FST / UCAD



Pour un systeme isolé, le second principe de la thermodynamique permet de définir I’entropie
S (fonction d’état).

Ona:U=E=W+Q=dE =W + 6Q

avec oW = —pdV + udN et 6Q = TdS

soit TdS = dE + pdV — udN

L - potentiel chimique relative a I’énergie de "création" ou de "disparition" de particules.

p,N,E et T sont respectivement la pression, le nombre de particules, I’énergie moyenne et la
température du systeme.
L’entropie microscopique S,,,(N,V,E) = KzgInZ,, (N,V,E) ; Kz = 1,38.10723]. K1,

Elle s’identifie aussi a I’entropie thermodynamique a la limite classique, et est liée a 1’énergie
interne E du systéme.

L’entropie microscopique S est aussi une fonction additive d’ensemble, et satisfait au second
principe de la thermodynamique.

9Sm

N dN

Sa différentielle thermodynamique s’écrit : dS,, = ?—;” dE + f—;" dv +

Par analogie avec I’entropie thermodynamique : dS = dT—E + %dV — ng

1 39Sy 1

ke o Kt P
: 1 9s . : .
On obtient : K—Ba—;" = % = Bp p, T et usont respectivement la pression, la température
| 1 a5
m_ __H _
kKB ON ~ KgT b

et le potentiel chimique microcanonique.

* Sm = KglInZm ~ KeInQQ = dSm=Kg d(InZm) ~ Kgd(InQ)

Cette relation permet ainsi d’accéder & T,p ou p.

L’entropie sert de potentiel thermodynamique dans la situation microcanonique.
* L’énergie interne est obtenue par inversion a partir de S(N,V,E).

E(N,V, S)=U

- Energie libre : F(N, TV)=U-TS

- Entalpie : H(N,S,p)=U+pV

- Entalpie libre : G(N,TV)=U-TS+pV=H-TS
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IV. Etude de systémes classiques
V.1 Fonction de partition microcanonique

Les états microscopiques d’un systéme physique composé de N particules, correspondant a la
donnée du couple (#V,BY) = {q;,p;}, avec #N = {#,...7y} ensemble des positions des N
particules ; pV = {p,, ... py} ensemble des impulsions des N particules.

I1 convient de normaliser I’élément de volume dans 1’espace des phases au minimum
d€, = drVdp" = []; dq;. dp; par la constante de planck h (h = 6,62.1073%).5).

La mécanique classique était retrouvée a partir de la mécanique quantique lorsque la constante
de planck h tend vers zéro (Ap.Aq = h).

Le facteur de normalisation par particule est h3 a 3 dimensions, h? a 2 dimensions et h a une
dimension.

Pour les particules indiscernables, on divise par un facteur de permutation : N!

Zn= |
v

¢

1

pmd£¢=CLwd£¢=W dg(p

'[ESHSE+5E

Avec C = pour des particules discernables)

1 —
vnan (= an
V,, est le volume accessible de I’espace des phases.

Zm = Zn(N,V,E), est la fonction de partition microcanonique constituée de N particules
classiques..

En pratique, ce sont les dérivées partielles de I’entropie et donc de InZ,,(N,V,E), qui sont
utilisées pour calculer les quantités physiques. En effet, la fonction £2,,(N, V, E), correspondant
au nombre total de complexion (ou de configuration ou de microétats) permet d’accéder aux
quantités physiques au méme titre que la fonction de partition Z,,,(N,V, E).

Q. (N,V,E) = de

N!h3N fHSE ¢

Ona: Z, = 22 6E = g(E)SE
Avec g(E) la densité énergétique des états.

111.2 Applications
111.2.1 Oscillateur harmonique a une dimension
L’hamiltonien H du systeme est exprimé dans I’espace des phases £, (x, p) par :

KZ

2 Kx? . . . . .
H=E 4 ;C avec Tx = V(x) I’énergie potentielle d’interaction du systéme.

2m

L’oscillateur harmonique est régi par 1’équation différentielle :

. . K
mx+Kx=0<:>x+w2x=0aveca)2=Z
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mw?x?

2

pZ
Ona: H=—+
2m

La trajectoire de la particule dans 1’espace des phases pour H = E est donnée par 1’équation :

2 2 2

p +ma)2x2_1_p_+x_
2mE 2E a?  b?

Qui est I’équation d’une ellipse de demi grand axe a = V2mE b

p
. . 2E
et de demi petitaxe b = |-—. /—__\
maw '
of
La surface de cette ellipse est S = mab = ? \_—/

Le nombre de microétats ou complexion est obtenue par la

relation :
o WV.E) =~ de, =1 axap=ss=2"E
e _hHSE (p_hHSE xp_h  ho
s g " . , . 002y 2m
La densité énergétique des microétats est: g(E) = - e
La fonction de partition microcanonique est : Z,,, = g(E)SE = i—ZGE = :—i

La fonction de partition microcanonique peut étre obtenue par le calcul direct :

1 2n 6E
I = dxdp = ™

h E<H<E+6E

L’entropie du systeme est :

2TE

2 . dE
S = KglnQy, = Kpln = = K (In= + lnE) soit dS = K =

111.2.2 Gaz parfait classique
Dans le gaz parfait il n’y a pas d’interaction entre particules : U (ri,rj) = 0, pas d’énergie
potentielle. L hamiltonien se réduit & la contribution cinétique de chaque particule :

=y o
—2m
l
Le systeme des N particules libres dans le volume V est a 1’équilibre avec 1’énergie E fixé a §E

pres.

n
1 1
Z,(N,V,E) = —f drN dpN = ﬂf d3r; d3p;
" N!h3N He(E+ 6E) N!h3N i=1 He(E, E+ 6E) ' l

1
- N'h3Nf d’ry . d%r, ----d37‘1vf d3p, . d3p, ... d3py
) HE(E, E+ 6E)
VN
= 173N d3p,.d3p, ....d3py
NUh3N fHE(E, E+ 6E)
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Avec: [ d3r.d3ry....d3ry = [1;d3r; = [IV, dx; dy;dz; = VN

L’équation E= Zl (ou E + 8E) correspond a une hypersphere de rayon v2mE (ou

J2m(E + 8E) en dlmenS|on 3N.

Le volume accessible V,, de I’espace des phases est celui compris entre les 2 hperspheres de
rayons v2mE et \/2m(E + SE).

Le volume d’une hypersphére de rayon R en dimension d étant donné par la relation :

d
2

_ d
e
On obtient :
yN 7
T2 3N 3N
Zn(N,V,E) = 5y F(3N - 1) [,/Zm(E YO0E  —2mE ]
2

Or VZmEF3E " = [2mEQ +2)7 | ~ vZmE " (1 + 2%

3N

Tz \/_E3N 3N SE _ vN  ZmmE 31v SE

Soit : Z,,(N,V,E) = N|h3NW m 2 E N3N F(3N+1) 2 E

* Le nombre de microétats de I’espace des phases £, est obtenu rapidement pour
H(E,) < E, soit:

1 ]
Qm(N, v, E) = W H<EdTN d N' h3N 1_[ H<Ed37' d3pl

n
1
=—| | d3r. | |d3 .
1 3N J lf pl
Ntk i=1 H<E -3

2
OrH =2i2P_im< E,ouencore ¥, P? = P? + P2 + P2 <\2mE

Hyperspheére de rayon v2mE

3N

VN V2mmE

Dot : 2, (N,V,E) = —— iy

\/anE 3N 6E

* Entropie du systeme : S,,, = KgzlnQ,, =~ KzlnZ,, avec Z,,(N,V,E) = N'h3N W 3

On utilise I’approximation de Stirling : r( + 1) = %! Et In (? !) _ 1 (3N) 3N

2 2
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3N

\/anESN 2mmE1 2
h3N :[ h2 ]

3N

InZ,, = NlnV — InN! + In [2’;’”5] (3 +mT+m=

2mTmE
hZ

3N 3N SE
= (NInV = NInN) + N + 2 in(Z35) - 2 (2 )+7+ln7+ln?

2mTmE

=Nt + N+ e+ 2+ mZ + mS

4mTmE 3 1 3N 1 6E
+=>+=-ln—+-In—
3Nh2 2 N 2 N E

=N[lnz+1+§ln
N 2

N tres grand, donc :

1m0

N2 . V 3, 4mmE | 5
108, soit anmzln.szN[lnﬁ+Eln3Nh2 —]
N E

N E
On pose:n=;et £=EOUEHCOYGZ

41'cm£ 5
)+_] =z 2 ;

3h2n3

4Tme

Zy = Ny = N [=tnn + 222+ 2| = | 2(=21nn + 2

5 3 4dmme
Sm=NKg|5+sln——

22 3p3p)3
* On peut retrouver les expressions suivantes :

as. 3 4mTme
*Em o _m__Zp

Tin aN 2

2
3(h3n)3

*Pm _ 0Sm _ NKp _
== 2F = pnV = NKp. Ty,

1 3s 3
* — =" =-NKg
Tm 0E 2

6/6
Issa DIAGNE Professeur Assimilé — FST / UCAD



